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摘 　要 :提出一种分析刚性桩复合地基 - 筏板基础相互作用体系内力和变形的实用方法。该方法将筏板基础划分为 Mindlin 板单

元 ,桩 - 土体系的支撑刚度利用 Boussinnesq 解和 Mindlin 解及有限压缩层模型确定 ,对垫层则近似用分布弹簧模拟。同时还给出一

种考虑无限刚性上部结构的算法。对所建议计算模型的各个方面及其参数取值进行了讨论。编程计算的结果与三维有限元及工

程实测结果吻合较好 ,表明所建议方法有较好应用前景。
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Abstract :A method is proposed for the settlement and inner force analysis of rigid pile composite foundation2raft system . In this method the raft is

modeled with Mindlin plate element , and the soil2pile2cushion system is modeled through semi2analytical methods . Besides , an algorithm is prop2
osed to consider the rigidity of the super2structure . The methods and the choice of its parameters are discussed in detail . Numerical examples are

presented to compare the calculated results with field measurements and with those obtained by truly 32dimensional FEM calculations . The satisfac2
tory agreements approve the applicability of the proposed method.
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0 　引　　言
刚性桩复合地基是采用刚度较大的混凝土桩或高

标号 CFG桩作为竖向增强体的复合地基 ,在其桩顶与

基底之间一般铺设一定厚度的级配砂石垫层 ,如图 1

所示 ,用以调节桩 - 土之间的荷载分配。这种复合地

基由于注意发挥桩间土的承载作用 ,所以较桩基经济。

同时 ,因桩体强度、刚度较大 ,沿其全长的侧阻及端阻均

可以比较充分发挥 ,因此同散体材料桩复合地基相比 ,

它能更大幅度提高地基承载力 ,故可用于高层建筑。因

此 ,在我国内陆地区的高层建筑中有很广泛的应用[1 ] 。

刚性桩复合地基的设计 ,常常是由变形控制的。

但对这种复合地基沉降的计算只有一些相当近似的方

法 ,如复合模量法等[1 ] 。这些方法难以较好考虑桩 -

土 - 垫层的相互作用 ,计算结果有较大随意性。本课

题组曾就受荷较均匀的大面积群桩复合地基的沉降计

算给出考虑各部分相互作用的解析计算方法[2 ] ,理论

上较为完善 ,但这种方法仍难以计算地基沉降的分布 ,

也不能计算基础的内力。如考虑较精确的分析 ,人们

自然会想到有限元法。但对一有数百甚至上千根桩的

复合地基的有限元分析 ,即使在计算机有很大发展的

今天 ,仍嫌计算量过大。

图 1 　刚性桩复合地基示意图

Fig. 1 　A rigid pile composite foundation

本文参考以往的有关工作[3～5 ] ,提出一种计算刚

性桩复合地基上筏板基础内力与沉降的实用方法。这

种方法可较好考虑桩土体系 - 基础 - 上部结构的相互

作用 ,考虑垫层对桩 - 土荷载分担的调整均化作用。

以下对该方法的主要方面进行了介绍 ,并将编程计算

的结果与三维有限元及现场实测结果进行了比较。

1 　计算模型简介
本文所建议计算模型的基本思路与基础工程中分
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析条形基础的链杆法类似 ,即将基础与地基间无穷多

点的面接触近似为有限多个点的接触 ,而每个接触点

实际上代表其周围一定大小的接触面积。

这里对筏板用有限元模拟 ,划分为 4 节点及 3 节

点 Mindlin 板单元 ,其中 3 节点板单元仅用于不规则筏

板的边角部位 ,因其精度不及 4 节点单元。当有肋梁

时则采用三维 Mindlin 梁单元来模拟。这样 ,筏板有限

元网格的节点自然便取为筏板基础与地基的接触点 ,

每个接触点所对应的接触面积可认为近似对应于相邻

单元面积之和的 1Π4。由于桩的刚度相对较为集中 ,故

划分网格时应使桩的位置对应于网格的节点。同时 ,

为考虑桩及桩间土的共同作用 ,也必须有适量的土节

点 (见图 2) 。一个理想的网格应使单元边长与桩的边

长 (等效方桩的边长)相等。当单元边长大于桩的边长

时 ,在桩节点上自然应再加上一定面积的土的刚度。

当然 ,如该部分土的面积不大时 ,其刚度相对于桩的刚

度小得多 ,可将其近似略去。但一般不应该使单元的

边长小于桩的边长。

筏板刚度按有限元理论计算 ,这里采用 Mindlin 板

单元是为考虑板厚与柱距之比较大时筏板剪切变形的

影响。因采用低阶单元 ,故须采取措施避免剪切闭锁

的发生。对于桩、土、垫层体系的刚度 ,则利用有关的

半解析解近似确定 ,具体方法见后。

图 2 　筏板有限元网格划分

Fig. 2 　Finite element mesh of a raft foundation

1. 1 　桩 - 土体系的刚度计算

在将基础 - 地基间的接触由面简化为有限个点的

情况下 ,桩 - 土体系的刚度应为与这些接触点相对应的

刚度矩阵。此刚度矩阵可由相应柔度矩阵求逆得出。

柔度矩阵的元素有以下 4 类 : ①桩 - 桩影响系数

δpp , ij ,为桩 j 受单位荷载时引起桩 i 顶部的沉降 ,当 i

= j 则为桩 j 受单位荷载时引起其本身桩顶的沉降 ; ②

桩 - 土影响系数δsp , ij ,为桩 j 受单位荷载时引起土节

点 i 处的沉降 ; ③土 - 桩影响系数δps , ij ,为土节点 j 对

应面积珔A j 上作用均布荷载 pj = 1Π珔A j 时 ,引起桩 i 顶部

的沉降 ; ④土 - 土影响系数δss , ij ,为土节点 j 对应面积

珔A j 上作用均布荷载 pj = 1Π珔A j 时 ,引起土节点 i 处的沉

降。

据位移互等定理 ,上述影响系数δsp , ij 和δps , ji 在土

所受荷载面积相对较小的情况下近似相等。

计算上述柔度系数时 ,对于桩间土表面受荷载的

情况 ,我们利用布辛奈斯克解计算相应的竖向应力 ;而

对桩受荷载的情况则按黄绍铭的建议[3 ] 用 Geddes 对

Mindlin 解的积分来计算相应的竖向应力。然后 ,再按

有限压缩层模型计算所考虑部位的沉降。具体方法可

参见文献[3～5 ]。

在进行上列计算时应注意以下几点 :

(1)对地基土的沉降计算应考虑其压缩层厚度 ,这

里压缩层厚度据附加应力σz ≥0. 2σ0 的原则确定 ,式

中σ0 为相应深度的初始应力。为较好估算σz ,此时

所施加的荷载应为实际荷载值 ,然后再计算相应单位

荷载作用下的沉降。同时需按经验估计桩土荷载的分

担 ,为提高计算精度则需进行迭代。当然 ,也可以按经

验直接估计压缩层厚度。

(2)在计算桩 j 对桩 i 的影响系数时 ,上述方法不

能考虑桩 i 的存在对其邻近位移场的影响。桩 i 对应

位置的地面沉降一般不等于具有较大刚度的桩的桩顶

沉降。这里我们采用 Poulos 的建议[6 ]取桩顶往下0. 3L

处土的沉降为桩顶沉降的近似值 ,其中 L 为桩长。

(3)对于土对桩的影响系数有与 (2) 相同的问题 ,

但此时依据位移互等定理 ,我们可近似采用其对称元

素的值 ,即桩对土的影响系数。这样既符合有关的力

学原理 ,又使所得出的柔度矩阵及刚度矩阵对称。

另外值得说明的是 ,在采用 Geddes 对 Mindlin 解

的积分计算桩顶荷载引起的附加应力时 ,桩侧摩阻力

假定为均布与三角形分布的两部分侧摩阻力的组合 ,

组合系数通过假定桩及桩间土同时受载情况下桩 - 土

变形协调而得出。可以理解 ,组合的结果同样可以近

似考虑刚性桩桩体上段出现的负摩阻力。

1. 2 　垫层作用的模拟

由于垫层厚度很小 ,这里将其近似视为分布的弹

簧 ,弹簧刚度为

kc =
E珔A
hc

。 (1)

其中 hc 为垫层厚度 ;珔A 为所考虑的面积 ,可以是桩的

断面面积 ,或为某土节点对应的面积 ;对于模量 E ,考

虑桩顶及桩间土部位的垫层所受竖向应力相差悬殊 ,

而水平约束应力基本相同 ,我们建议对土节点取侧限

压缩模量 ,而对桩顶则取变形模量。这种取值方法是

较简化的 ,进一步应考虑应力水平及基底摩擦约束对

垫层变形性态的影响。
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视垫层为分布弹簧时 ,可较方便地在上节求出的

桩 - 土体系的柔度矩阵中加入垫层的影响。据柔度系

数的定义 ,只需将柔度矩阵的对角元加上单位荷载下

垫层的压缩量。修正后的柔度矩阵对角元为

珋δii = δii +
hc

E珔A i
。 (2)

　　可以理解 ,由于桩顶荷载较大 ,桩顶垫层的压缩量

也会较桩间土上垫层的压缩量大 ,这样便近似考虑了

桩向垫层的刺入 ,实现桩 - 土间荷载分配的调整 ,使桩

所受荷载减小。

1. 3 　上部结构刚度的考虑

刚性桩复合地基往往用于 20 层左右的高层建筑 ,

此时上部结构的刚度相对于筏板基础的刚度要大得

多 ,故筏板基础将主要承受局部弯曲。如果在计算模

型中不考虑上部结构的刚度 ,则筏板基础不但承受局

部弯曲 ,还承受全部的整体弯曲内力 ,这不符合实际。

按箱、筏基础技术规范[7 ] 对筏板基础一般也是仅考虑

其局部弯曲。所以 ,这里建议一种考虑上部结构无限

刚性时计算筏板基础沉降及内力的方法。

上部结构一般通过柱子与基础相连 ,忽略柱的轴

向变形则筏板上各柱脚点在筏板沉降变形之后仍保持

在同一平面 (或刚体) 上 ,因此各柱脚点处的沉降可用

筏板形心的沉降{ W1 }及两个转角表示如下 :

{ W1 } = [ T ]{ Wc } , (3)

其中

{ Wc } = [ wc 　θx 　θy ]
T

, (4)

式 (3)中的{ T}不难由该式的物理意义写出。

将未引入刚体条件时的方程写为

A L

L
T

B

W1

W2

=
F1

F2

, (5)

其中各元素均为矩阵或向量 ,且 W2 中还包含转角。

将式 (3)代入式 (5)有

A T L

L
T
T B

Wc

W2

=
F1

F2

, (6)

此时式 (6)的方程个数与未知量个数不等 (一般是未知

量个数减少) ,也就是说新的矩阵不再是方阵。注意到

{ F1 }各元素与对应于形心的合力间存在如下关系 (用

式 (3)由虚功等效可证 ,由具体算例也可验证)

[ T ]T{ F1 } = { Fc } , (7)

其中

{ Fc } = [ Pc Mx My ]
T

, (8)

为墙、柱荷载向筏板形心简化后的合力及合力矩。利

用式 (7)可将式 (6)写为

T
T
AT T

T
L

L
T
T B

Wc

W2

=
Fc

F2

。 (9)

这样方程个数与未知量个数相同 ,且系数矩阵保持原

有 (如果有)的对称性。

应注意 ,不可由式 (6)的前一组方程任选 3 个与后

一组一起来解 ,因为任选的 3 个未必相互独立。

具体实现时无需如上进行矩阵乘法 ,而是将某些

行 (列)乘以某个值加到另一确定的行 (列) 上去 ,这只

要按上述思路具体写出对一个较小方程组的处理即可

明白。多余的行列可不删除 ,仅将其主对角元置 1 ,其

余元素置零。

1. 4 　整体方程的求解

针对筏板基础写出有限元方程为

[ Kb ]{ W} = { Q} - { R} , (10)

其中[ Kb ]为板及肋梁单元生成的整体刚度矩阵 ,{ Q}、

{ R}分别为筏板所受外载和相应的桩土反力。从沉降

计算的角度看 ,这里{ Q}应采用附加荷载 ,即应将对应

于基底以上原土层自重的荷载扣除 ,这对筏板内力也

无影响。但当基础埋深较大时 ,应取总荷载 ,并考虑土

的回弹再压缩的实际过程进行计算。

再由桩 - 土 - 垫层体系的受力变形关系

{ R} = [ Ksp ]{ W}。 (11)

其中[ Ksp ]为桩、土、垫层体系的支承刚度矩阵。将相

应矩阵扩为同阶后 ,将式 (11)代入式 (10)有

( [ Kb ] + [ Ksp ]) { W} = { Q}。 (12)

　　桩、土、垫层体系的刚度矩阵[ Ksp ]为一满阵 ,每结

点仅一个自由度 ;板的刚度矩阵中考虑每个结点 3 个

自由度 ,但带宽较小。将二者集成后则成为每结点 3

个自由度的满阵。因此 ,计算所需的计算机内存较大 ,

直接求解计算效率较低 ,因此我们建议采用一种迭代

求解的方法[5 ] 。按此方法 ,[ Ksp ]被分解为一主对角阵

[ Kd ]和一主对角元为零的矩阵 [ Kc ] ,代入式 (12) 后 ,

再将含[ Kc ]的项移到右端 ,然后用迭代方法求解。计

算表明这种方法收敛较快。

解出结点位移 (沉降) 后 ,进而可求出筏板内力及

桩、土反力 ,计算桩土应力比等。桩土反力的计算可由

式 (10)得出 ,即

{ R} = { Q} - [ Kb ]{ W} , (13)

再考虑其相应面积可得对应的应力 ,进而可求应力比。

2 　算　　例
按上述方法开发了计算程序 TUF - COM ,并进行

了一些计算 ,以检验其可靠性。下面给出两个算例。

算例 1 　对一 81 桩复合地基进行的计算比较

为较严格地检验上述考虑上部结构刚度影响的方

法 ,这里考虑一 9 ×9 桩复合地基上的筏板基础 (见图
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3)在考虑与不考虑上部结构刚度情况下的计算 ,并分

别与 ANSYS 的计算进行对比。复合地基桩长 6 m ,断

面为 0. 5 m ×0. 5 m 的方形 ,桩距 1. 5 m ,承台长 ×宽 ×

高为 13. 5 m ×13. 5 m ×0. 5 m ,垫层厚 200 mm ,变形模

量取为 25 MPa ,泊桑比取 0. 25。地基土压缩模量取为

10 MPa ,总深度取 (0. 2 + 6 + 15) = 21. 2 m。柱子传到

筏板的荷载按 300 kNΠm2 进行估算。

图 3 　9 ×9 桩复合地基

Fig. 3 　A 9 ×9 rigid pile composite foundation

不考虑上部结构刚度时沿基础中心线 CD 的沉降

及弯距分布见图 4 ,5 ,考虑上部结构刚度时沿 CD 的沉

降及弯距分布见图 6 ,7。考虑上部结构完全刚性时 ,

要求柱脚点沉降后仍位于同一平面 ,此时筏板沉降趋

于均匀 ,且仅受局部弯曲。与 ANSYS 程序计算结果的

对比表明 TUF - COM 的较好计算精度。

图 4 　不考虑结构刚度时的基础沉降分布

Fig. 4 　Settlement distribution without consideration

of structure stiffness

图 5 　不考虑结构刚度时的基础弯距分布

Fig. 5 　Bending moment in the raft without consideration

of structure stiffness

图 6 　考虑结构刚度时的基础沉降分布

Fig. 6 　Settlement distribution with consideration

of structure stiffness

图 7 　考虑结构刚度时的基础弯距分布

Fig. 7 　Bending moment in the raft with consideration

of structure stiffness

算例 2 　对一实际工程的计算比较

本算例计算一实际工程的沉降 ,并与观测沉降进

行对比。该工程为位于北京市朝阳区的嘉和公寓 ,总

建筑面积 86468 m2 ,包括 3 座塔楼和裙房。塔楼 A 与

C ,地下 2 层 ,地上 32 层 ,为剪力墙结构 ,局部裙房为框

架结构。塔楼 B 地下 2 层 ,地上 28 层 ,为局部框支的

剪力墙结构 ,局部裙房为框架结构。3 座塔楼之间设

沉降缝兼做防震缝。

土层材料参数采用北京市城建勘察测绘院给出的

土工试验参数[8 ]
,其中土的模量取实测试样的平均值。

塔楼部分采用刚性桩复合地基 ,桩长 18 m ,桩径 415

mm ,垫层为粗中砂 ,厚 150 mm ,变形模量取为 49. 8

MPa ,泊桑比取 0. 25。筏板基础厚 1. 2 m ,荷载按 500

kNΠm2 计算。

基础平面及所用有限元网格见图 8 ,其中的实心

圆点为沉降观测点位置。

　　考虑上部结构刚性时 , 同一座塔楼的柱子和剪力

墙所在位置的节点在沉降后仍然是在同一平面上的。

表 1 与表 2 分别给出塔楼A 与B 用 TUF - COM 计算得

出的沉降与结构封顶 273 d 后所观测沉降的对比。其

中计算 1 与计算 2 分别为不考虑和考虑上部结构刚度

时的计算结果。从表 1 和表 2 可以看出计算结果与实

测结果的吻合程度是满足工程问题的精度要求的 , 但

是对此算例来说计算结果可能略小了一些 , 这可能和

土性参数取值等有关。但是其他多数算例的计算结果

是略大一些[8 ] 。
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图 8 　算例 2 有限元计算网格

Fig. 8 　The finite element mesh for example 2

表 1 　塔楼 A 的计算沉降与实测沉降的对比 (mm)

Table 1 　Calculated and measured settlements of Tower A

点号 计算 1 计算 2 实测

A1 29 31 35

A2 29 31 36

A3 27 31 39

A4 28 31 31

A5 28 31 37

A6 32 31 35

A7 24 31 36

A8 35 31 34

A9 36 31 33

表 2 　塔楼 B 的计算沉降与实测沉降的对比 (mm)

Table 2 　Calculated and measured settlements of Tower B

点号 计算 1 计算 2 实测值

B1 23 31 43

B2 27 31 40

B3 24 31 40

B4 32 31 40

B5 32 31 33

B6 31 31 30

B7 35 31 38

3 　结　　论
针对带垫层刚性桩复合地基 - 筏板基础体系提出

一种实用计算方法。同时 ,还给出一种考虑无限刚性

上部结构的算法。与三维有限元计算及实测结果的对

比表明所建议方法有较好的应用前景。

进一步的研究需进行更多的计算对比 ,完善模型

参数的取值原则 ,并考虑桩承载性质的非线性。对于

上部结构影响更为符合实际的考虑也应进一步研究 ,

可采用子结构方法 ,或据已有研究成果由上部结构完

全刚性与完全柔性两种情况下的解组合给出上部结构

有限刚性情况下的解。

参加本文程序开发的还有高怀珠 ,徐明等。
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